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Suavizamiento de los vértices de un
polígono por medio de un spline cónico
Abstract
We prove that every irreducible conic can be parametrically represented by
two rational quadratic functions. An algorithm for smoothing the vertices of
a poligonal by a conic spline with continuous tangent is proposed. Finally, we
give a global parametrization of the sl'line which includes a procedUl'eto obtain
a set of values of the parameter providing regularly distributed points on each
conic section.
Keywords: [Numerical AnalysisJ: SplineApproximation; [Computer Graphics]:
Methodology and Techniques.
Desde la Antigüedad, las cónicas constituyen una de las familias de curvas más cono-
cidas y estudiadas por la matemáticas. Esto se debe a que sus propiedades las hacen
muy útiles en la solución de variados problemas teóricos y de la industria [13,16]. Hoy
en día las cónicas forman parte de casi todos los estándares gráficos internacionales
[7, 8], así como de los sistemas de CAD/CAM de reconocido prestigio mundial. De
hecho, el primer sistema CAD que se conoce [11]se basó en el uso de cónicas para
diseñar los fuselajes de un avión. En relación con las cónicas y otras curvas de Bezier,
existe además un gran número de trabajos publicados por diferentes autores entre los
que se destacan Farin [2,3, 4], Lee [9],Piegl [14, 15, 16],Pavlidis [12]y Pratt [17]. En
estos trabajos se muestra la posibilidad de utilizar con éxito las cónicas en el ajuste
de datos, en la aproximación de dibujos digitalizados (ya sea para su compactación o
para el reconocimiento de patrones) y en el diseño y escalamiento de fuentes [8].
En los últimos tiempos la representación paramétrica de una cónica en la forma de
Bernstein- Bezier se ha vuelto muy popular entre las personas que usan los sistemas
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CAD/CAM. A diferencia de otras representaciones, la de Bezier es muy apropiada
para resolver problemas de diseño gráfico, pues muchas propiedades geométricas de
las cónicas (incluyendo su clasificación)se obtienen fácilmente a partir de esta repre-
sentación.
En el presente trabajo se demuestra que, partiendo de su ecuación implícita, toda
cónica irreducible se puede representar paramétricamente mediante dos funciones ra-
cionales cuadráticas. Más adelante se utiliza un cambio de base apropiado, para
reescribir la cónica en términos de los polinomios de Bernstein cuadráticos. Final-
mente, se muestra cómo usar las cónicas en la solución de un problema que requiere
suavizar los vértices de un polígono, de manera que la curva suavizada conserve lo
más posible la forma del polígono original.
Clásicamente las cónicas se conocen por su ecuación implícita en coordenadas carte-
sianas:
Teorema 1 Si F(x, y) es una cónica irreducible entonces se puede parametrizar en
la forma
Del teorema de Bezout [6]se sabe que una recta y una cónica irreducible se intersecan
a lo sumo en dos puntos. Por lo tanto, todo punto sobre la cónica puede ser obtenido
como el punto de intersección de alguna recta que pasa por (xo, Yo) con la cónica. Esto
significa que la cónica se puede parametriz8J' en términos de t. Hallemos entonces el
otro punto de intersección de la cónica con la recta que pasa por (xo, Yo) con pendiente
t.
Sustituyendo (3) en (1) resulta que:
F(x,y) = F(x,yo+t(x-xo))
= a2ox2 + anx(yo + t(x - xo)) + ~(Yo + t(x - xO))2
+alOx + aOI(YO + t(x - XO)) + aoo = O.
co(t) = a02x~t2 + (-2a02YOXo - aOlxo)t + a02Y5 + aOlYO+ aOO,
CI(t) = - 2a02xot2 + (-au xo + 2a02YO + aodt + all Yo + alO,
C2(t) = a02t2 + allt + a20.
Como F(x, y) es una cónica, C2(t) no es el polinomio nulo. Por tanto, de (4) resulta
que
2 CI (t) .. CO(t) - O
x + ()X + () - .
C2t C2t
Puesto que (xo,Yo) es uno de los puntos de intersección de la recta con la cónica, Xo
es una de las raíces de la ecuación (5). Para cada recta con pendiente t sea Xl (t) la
abscisa del otro punto de intersección. Entonces
-CI (t)
XO+XI(t)= C2(t)'
CI(t)
Xl (t) = -xo - C2(t)' (6)
Para obtener la ordenada YI (t) del punto de intersección basta con sustituir Xl (t) en
(3):
YI (t) = Yo + t( -2xo - Cl (t)jc2(t)). (7)
Finalmente, sustituyendo en (6) y (7) las expresiones para CI(t) YC2(t) y agrupando
en potencias de t, llegamos a
d3't2 + dXt + dXXl(t) = 2 lO,
a02t2 + allt + a20
( )
~t2 + cift + dg
Yl t = 2 'a02t + ant + a20
donde los coeficientes di y cft i = 0,1,2, dependen del punto (xo, Yo) Yde los coefi-
cientes de la cónica en (2). Específicamente:
d2 = a02xO,
dX = -2a02YO - aOl,1
dX = -XOlt20 - allYO - alO,o
~ -a20YO - aOl - aUXO,
tfI{ -2xOa20 - alO,
d~ = YOa20 .•
Figura 1. Parametrízación de una cónica.
Las expresiones (8) y (9) muestran que efectivamente toda cónica irreducible se puede
escribir como una curva racional cuadrática y paramétrica. En particular, si t se
restringe al intervalo [O,1] entonces (Xl (t), YI (t)) describe una sección de la cónica.
Esta sección está definida por los puntos en que cortan la cónica las rectas que pasan
por (xo, Yo) con pendiente t = OY t = 1, respectivamente (vea la figura 1). En general,
cualquier sección de la cónica se puede describir en términos de un parámetro u que
tome valores en [0,1], pues si la sección deseada se obtiene en (8) y (9) para t en [a, b],
basta con hacer el cambio de parámetro 'u = (t - a)j(b - a), con u en [0,1]. Mediante
esta transformación, (8) y (9) se pueden reescribir en términos de u, aunque con otros
coeficientes. Por eso, en adelante vamos a suponer que t toma valores en [0,1].
Cada uno de los polinomios cuadráticos que aparecen en el numerador y denominador
de XI(t) Y YI(t) se pueden reescribir en términos de los polinomios de Bernstein de
grado 2,
B;(t) = G)ti(1- t)2-i, i = O,1,2,
teniendo en cuenta que
t2 = B~(t), (10)
t = 1j2B~(t) + B~(t),
1= B5(t) + B~(t) + B~(t).
Nótese que el denominador de XI(t) YYl (t) en (8) y (9) es C2(t), que en términos de
(10) se expresa como
Wo = a20,
Wl = a20 + lj2all,
W2 = a20 + all + a02'
De manera similar, si sustituimos (10) en el numerador de Xl (t) YYI (t) Ydenotamos
por bo, b1, b2 E E2 los puntos
bo = (d5,~)tjwo,
bl = (lj2di + d5, lj2~ + ág)t jWI,
~ (d2+di+d5,~+~+dg)tjw2,
entonces la cónica c(t) = (Xl (t), Yl (t»t se puede escribir como
Esta expresión de una cónica mediante los polinomios de Bernstein de grado 2 se
conoce como la forma de Bernstein-Bezier de la cónica. Los puntos bo,b1 y b2 forman
el llamado polígono de control de la cónica, mientras que Wo, Wl YW2 son pesos
asociados a los vértices del polígono de control.
La expresión racional cuadrática de una cónica también se obtiene al proyectar una
curva de Bezier polinomial de grado 2. Por esta razón, en la actualidad algunos
autores [2] [3]definen las cónicas a través de una proyecciónde las curvas de Bezier
cuadráticas. Los puntos bi E E2, i = 0,1,2, del polígono de control de la cónica son
la proyección de los puntos [Wibi,Wi], i = 0,1,2, del polígono de control de la curva
de Bezier de grado 2, de la cual proviene la cónica.
En esta sección presentamos algunas de las propiedades más importantes de las
cónicas, con el propósito de mostrar, más adelante, lo apropiadas que resultan es-
tas curvas para suavizar los vértices de un polígono.
Propiedades
Además, es tangente en los extremos a losvectores .6.bo = b1 - bo Y.6.b1 = ~ - b1
definidos por el polígono de control, de modo que
c(O) = 2Wl Abo,
Wo
2. Los pesos Wi influyen de manera importante en la forma de una cónica. Sin
embargo, el conjunto de pesos Wi que describen una cónica no es único. Por
ejemplo, si todos los pesos Wi se multiplican por factor no nulo, entonces ese
factor aparece en el numerador y en el denominador de (11) y se cancela sin
producir ningún efecto. Por tanto, los pesos Wi YWi, i = 0,1,2, con Wi = Q;Wi,
Q; =/; O, describen la misma cónica.
3. Se puede demostrar [3] que también los pesos Wi = p2-iWi, i = 0,1,2, con
p=/;O describen la misma cónica. Si en particular se toma p = "¡W2/WO,
entonces resulta que Wo= W2 = W2. Luego, reescalando los pesos con el factor
Q; = 1/w2, tenemos que toda cónica con Wo, W2 =/; Opuede reescribirse de modo
que Wo= W2 = 1. De una cónica que satisface esta condición se dice que está
en forma estándar.
4. Si c(t) es una cónica escrita en forma estándar y denotamos por s el punto
c(1/2) (conocido como punto de apoyo de la cónica), se puede probar [4] que el
punto medio del segmento bob2, s y el vértice b1 son colineales y la razón entre
ellos es Wl (vea la figura 2), o sea
Por lo tanto, cada polígono bo, b1, b2 define una familia de cónicas que dependen
del paramétro Wl. En la medida en que Wl crece, la cónica asociada a ese
paramétro se aproxima al vértice b1 del polígono de control.
5. Una de las grandes ventajas que tiene escribir una sección cónica en la forma
racional cuadrática estándar es que su clasificación depende únicamente del
peso Wl, de modo que con Wl > Ose cumple que [9]: si Wl < 1, la curva es una
sección de elipse; si Wl = 1, es una sección de parábola; y si Wl > 1, estamos en
presencia de una sección de hipérbola.
2c( t) = ~:::>~ibi,
i=O
Como ao + al + a2 = 1, de (12) resulta que una cónica es una combinación
baricéntrica de los puntos de su polígono de control. Por lo tanto, las cónicas
son invariantes por transformaciones afines; es decir, si A es afín entonces
2
A(c(t)) = I>~iA(bi)'
i=O
Si adicionalmente todos los pesos Wi, i =O,1,2, son positivos entonces la cónica
es una combinación convexa de los puntos del polígono de control, y en conse-
cuencia se encuentra en el triángulo definido por estos puntos.
7. Las cónicas son invariantes por transformaciones proyectivas [91, es decir, la
imagen proyectiva de una cónica sigue siendo una cónica (aunque puede suceder
por ejemplo que la proyección de una elipse sea una parábola).
3. Suavizamiento de los vértices de un polígono me-
diante cónicas
En términos generales el problema que necesitamos resolver consiste en suavizar,
por medio de una curva, los vértices de un polígono dado, de manera que la región
suavizada se parezca lo más posible al polígono original.
Este problema surgió vinculado al de generación de mallas óptimas, que investiga el
grupo dirigido por el Dr. Pablo Barrera de la Universidad Autónoma de México.
Como es conocido, la generación de una malla sobre una región del plano es el primer
paso para la solución numérica de una ecuación diferencial en derivadas parciales,
utilizando métodos de elementos finitos.
Por otro lado, en la construcción de una malla con propiedades óptimas (celdas con-
veXMy suaves) es importante que la frontera de la región sea una curva regular y
suave.
Figura 3. Spline cúbico que suavisa un polígono.
Cuando la frontera es muy irregular se puede suavizar por medio de un spline1 cúbico
paramétrico. Sin embargo, si la frontera de la región es un polígono no convexo, el uso
de un spline de suavizamiento no da buenos resultados, pues si bien la nueva frontera
es suave, no se parece muchas veces al polígono original. Vea la figura 3.
Por eso, una característica importante que debe tener la curva mediante la cual vamos
a aproximar el polígono es que, siempre que sea posible, conserve las secciones rectas
del mismo, suavizando únicamente sus vértices. Ya con anterioridad, Liao [10] y
Pavlidis [12] consideraron en sus trabajos la conveniencia de utilizar cónicas para
suavizar los vértices de un polígono.
El algoritmo que nosotros proponemos en este trabajo fue especialmente diseñado
para suavizar los vértices de un polígono.Para comenzar veamos las ideas generales.
Denotemos por li = (Xi, Yi), i=O,... ,m - 1, los vértices del polígono a suavizar. La
esencia del algoritmo consiste en sustituir cada vértice li por una sección cónica Ci(t),
si el águlo Oi que se forma en li no es "demasiado" llano, específicamente si Oi < 172°.
En caso contrario no tiene sentido suavizar ese vértice y el punto li se elimina, pues
es casi colineal con sus vecinos.
Suponiendo que Cí(t) se escribe en la forma estándar, tenemos que calcular entonces
los puntos bb, bi Y b~ de su polígono de control y el peso wi. Un requisito importante
que debe cumplir la curva que vamos a construir es que las secciones cónicas se unan
suavemente con las secciones rectas. Por eso, vamos a tomar como tangentes a cada
cónica Cí(t) en los extremos, los lados que definen el vértice h De acuerdo con las
propiedades de las cónicas que vimos en la sección anterior, esto significa que bi se
tomará como el vértice li que debemos suavizar.
De este modo, el problema se reduce a determinar, sobre un lado dado, en qué posición
se escogen el punto inicial bb y el punto final b~ de la sección cónica Ci ( t), como se
1El término inglés spline se traduce en castellano simplemente como listón, palabra que además
de su significado como instrumento en carpintería y construcción tiene también el de "cinta de seda
angosta", por lo cual podría muy bien oficializarseasí en español (Nota del Editor).
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Para automatizar el proceso de seleciónde los vértices extremos de cada cónica, hay
que tener en cuenta la longitud de los lados que constituyen el polígono. En ese
sentido vamos a separar el caso de un polígono regular, o sea aquel cuyos lados tienen
todos la misma longitud, del de un polígono irregular.
Si el polígono a suavizar tiene todos sus lados de tamaño l, entonces es muy fácil
definir dónde comienza y termina cada sección cónica. Los puntos inicial y final de
todas las cónicas se pueden tomar a una distancia l/3 del vértice a suavizar. Como
consecuencia de esto, dos cónicas consecutivas se unirán en este caso por medio de
una recta, como se aprecia en la figura 5 y en el cuadrado de la figura 11.
Si por el contrario, los lados del polígono tienen diferentes longitudes, entonces no
todas las cónicasdeben empezar y terminar a la misma distancia del vértice a suavizar.
En este caso resulta natural que se conserven secciones rectas en aquellos lados de
mayor tamaño. Por eso, en nuestro algoritmo se calcula la longitud mínima lmin de
todos los lados y se va comparando en cada paso con la longitud li. La idea es que
la curva suavizada incluya una secciónrecta sobre un lado, si su longitud li es mayor
que 2lmin. Esto se logra tomando los puntos extremos de las cónicas asociadas a los
vértices li-l y li a una distancia lmin/2 de sus respectivos vértices, como muestra la
figura 5.
Si la longitud li de un lado es menor o igual que 21min, entonces la curva suavizada
no debe incluir una sección recta sobre ese lado. El punto final del polígono de control
de la cónica Ci-l (t) coincidiría con el inicial de Ci(t), como se muestra en la figura 6,
y ambos se tomarán como el punto medio de ese lado.
l.'
1
Además, debemos determinar el peso wl de cada cónica c;(t). En otras palabras,
tenemos que seleccionar una cónica de toda la familia que depende de ese parámetro.
Como nuestro objetivo es suavizar cada vértice manteniéndonos lo más cerca posible
del mismo, el valor wl se va a escogeren términos del ángulo que se forma en el vértice
Ii. Para lograr el efecto esperado, la curva debe estar más cerca del vértice Ii en la
medida en que el ángulo se haga más agudo, es decir el valor de wl debe aumentar
en la medida en que el ángulo definido por el vértice Ii sea menor.
Por eso proponemos tomar:
para 0° < (}i ~ 90°,
para 90° < (}i < 180°.
0< wi < 4.
Esta selección del peso wl garantiza que la curva está más próxima al vértice en la
medida en que el ángulo es menor. Por otro lado, como wl > 1 para () < 138°, la
mayor parte de las veces los vértices se aproximan por medio de una hipérbola.
En resumen, cada vértice li del polígono se suavizará por medio de una cónica Ci (t)
i =O,...,m - 1. En algunos casos dos secciones cónicas consecutivas se unirán direc-
tamente, mientras que en otros los unirá una recta. Pero una recta se obtiene como
caso particular de una cónica cuando los tres puntos de su polígono de control son co-
lineales. Por lo tanto, la curva que suaviza el polígono es un spline cónico, que además
tiene tangente continua, inclusive en los puntos de unión, donde por construcción se
garantiza esta condición.
Ahora ya estamol;len condiciones de dar nuestro algoritmo para construir el spline
cónico.
ALGORITMO
Dados los vértices
1. Calcular el ángulo Oí que se forma en cada vértice Ii, i= 0, ...,m -1, y eliminar
el punto Ii si COSOí < -0,99. Actualizar el número m de vértices.
2. Calcular la longitud li, i= 0, ...,m - 1, de cada lado del polígono. Sea lmin la
longitud del menor lado y lmax la del mayor.
3. Si lmin =1= lmax, ir al paso 4. De lo contrario, calcular b~y b~+l,i = 0, ...,m-l
(con bg = bíf ), a partir de las siguientes ecuaciones, e ir al paso 5:
(a) Si li > 2lmin, calcular b~ y b~+l,i = O,.o.,m -1 (con bg= bíf ), a partir
de las ecuaciones
(b) De lo contrario, b~ = b~+l, y ambos resultan de las relaciones IIí - b~1 =
i+lIIi+l - bo I= ld2.
Para poder representar gráficamente el spline cónico es imprescindible evaluar cada
cónica en valores prefijados del parámetro t. Supongamos que la j-ésima sección del
spline cónico es la cónica Ci(t) sobre cuya tra.za se necesitan n+ 1 puntos. Si eva.lulWos
Cí(t) en n + 1 valores equidistantes de [0,1],
j
tj = -, j = O, .... ,n,n
entonces los puntos que se obtienen sobre la gráfica de la cónica pueden aparecer
concentrados hacia el centro o hacia los extremos de la curva en dependencia de si wl
es mayor o menor que 1(vea la figura 7). En [5JFarouki y Sakkalis hacen referencia
a este "defecto" de las curvas racionales
Sin embargo, para lograr que las mallas que se construyan tengan propiedades óptimas,
estos n+ 1puntos deben estar "regularmente" distribuidos sobre la gráfica, de modo
que la longitud de cada arco de cónica entre dos puntos consecutivos sea aproxi-
madamente constante. De manera exacta, este resultado s610se puede obtener si
parametrizamos la cónica en términos de su longitud de arco, lo cual resulta una
tarea extremadamente costosa.
Para wl mayor que 1, hemos podido comprobar experimentalmente que en la medida
en que este peso crece, los puntos que se obtienen de evaluar la cónica en valores
equidistantes del parámetro se concentran cada vez más hacia el centro de la gráfica.
Como en nuestro algoritmo es frecuente que wl sea mayor que 1 (pues esto equivale
a ()i < 1380), resulta importante enfrentar este problema.
Una forma de resolverlo aproximadamente (cuando la cónica está escrita en forma
estándar) consiste en evaluar la c6nica en valores paramétricos que se concentren
alrededor de Oy 1, Ysean escasos en el centro del intervalo. Un efecto de este tipo se
logra si tomamos
to = O,
tj = g(Uj):= [tanh(kuj/2) + 1l/2,
tn = 1,
Los valores de a y de la pendiente k de g( u) en u = Ose escogen en términos del peso
wi de la cónica que se quiere evaluar. Específicamente nosotros proponemos tomar
a = 2(7 - wi/2), k = .¡::;{/5,5.
Nótese que en la medida en que wi crece el valor de k aumenta, y por lo tanto los
ti se concentran más hacia los extremos. Recíprocamente, cuando wi crece, el valor
de a diminuye, pues evaluando 9 en un intervalo más pequeño ya se logra que tI esté
cerca de Oy tn cerca de lo
Los resultados obtenidos con este tipo de distribución de los valores paramétricos son
mucho mejores que los obtenidos con la distribución equidistante. Esto se hace más
evidente en la medida en que wi crece. En la figura 8 se muestra, como ejemplo,
la misma sección cónica de la figura 7, pero evaluada en los tj dados por (14) para
n= 10.
Un problema que se presenta una vez suavizada la frontera de la región es cómo escoger
un conjunto de puntos sobre la misma que se mantendrán fijos como extremos de la
malla. Inicialmente la frontera suavizada se subdivide en 4 subfronteras, de modo que
las líneas "horizontales" de la malla irán de la subfrontera 1 a la 3 y las "verticales"
unirán puntos de la subfrontera 2 con puntos de la 4.
Si la malla que se desea construir es de orden ni x nj entonces se deben seleccionar
ni puntos fijos en cada una de las subfronteras 1 y 3 y nj en cada una de las dos
restantes. Para obtener estos puntos es necesario evaluar el spline cónico en valores
prefijados del paramétro. Como una subfrontera puede incluir varias cónicas y rectas
(incluso puede suceder que cada extremo de la subfrontera sea un pedazo de una
cónica o una recta), es necesario disponer de una parametriza.ción global del spline
cónico.
Sea u el parámetro global que describe el spline s(u) formado por ls secciones. En-
tonces debemos calcular ls + 1 valores Uj tales que
donde sj (u) es una sección cónica o una recta.
Puesto que las secciones rectas y las cónicas se unen con tangente continua, es posible
construir una parametrización de la curva tal que la misma sea de clase el. En otras
palabras, los Uj se pueden calcular exigiendo que se cumpla la siguiente condición:
Calculando las derivadas de Sj-l YSj Ysimplificando varias veces se obtiene que (15)
es equivalente a
donde !1j = Uj+l - Uj, y los b1., i = 0,1. 2, son los puntos del polígono de control de
la j -ésima cónica.
La ecuación (16) puede reescribirse como
para j = 1, ... , ls - 1, mientras que Uo y Ul se pueden escoger de manera arbitraria,
por ejemplo Uo = Oy Ul = 1.
Nótese que en (17) el factor que multiplica a (Uj - Uj-l) se refiere a los pesos y
puntos de control de Sj y Sj-l escritas como cónicas. Si por ejemplo 8j es la recta que
está entre las cónicas i - 1 e i, entonces se puede escribir como una cónica tomando
. i-l . i . .' . j/lo = b2 , ~ = bo, bi como el punto medIo de /lo y ~ y wl = 1.
Puesto que el spline cónico que construimos tiene tangente continua en todos los
puntos, la parametrización el es natural desde el punto de vista matemático. Sin
embargo, los puntos que se obtienen al evaluar el spline en valores prefijados del
parámetro no siempre se distribuyen regularmente sobre la curva, aún cuando se usen
los valores generados por (14).
Para ser más precisos, supongamos que sobre la subfrontera definida por los valores e
y d del parámetro u, con Uo :S e < d :S Uls, se necesitan ni puntos. Entonces se puede
subdividir el intervalo [e,d] en ni - 1 partes iguales y evaluar el spline cónico en los
puntos
Para ello resulta imprescindible localizar en qué intervalo [Uj, Uj+l], j = O,..., ls-l,
se encuentra cada Vi. Supongamos que Vi E [Ujj, Ujj+l] con O~ jj ~ ls - 1. Para
evaluar entonces la sección jj del spline en Vi debemos trasladar este punto a [0,1]
mediante la transformación '
t = u - Ujj
Ujj+l - Ujj
Ahora bien, si la sección jj delspline es una recta o una cónica cuyo peso intermedio
es menor que 1 (o sea una elipse), podemos evaluarla directamente en t. En otro caso,
es decir, si la sección jj es una parábola o una hipérbola, resulta más conveniente,
como vimos en la sección anterior, trasladar t al intervalo [-a,a] y evaluar Sjj en la
imagen por (14) del punto trasladado .
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En la figura 9 se puede apreciar la distribución irregular que se obtiene para 200
puntos (malla de 50x50) sobre la frontera suavizada con el spline cónico del mapa de
México. El fracaso de la parametrización el se debe esencialmente a que la longitud
de cada intervalo [Uj,Uj+l] no está directamente vinculada a la longitud de la curva
que corresponde a la j-ésima sección del spline. Una parametrización que tenga en
cuenta la longitud de arco de cada pedazo del spline, ofrece mejores resultados. Por
ejemplo, se puede tomar
donde dj es una aproximación de la longitud de arco de la j-ésima sección del spline.
Si Sj es una secciónde recta, dj se puede calcular exactamente, mientras que si es una
cónica, se puede evaluar ésta en un número finito de puntos y aproximar la longitud
de arco por la suma de las longitudes de los segmentos definidos por cada pareja de
puntos consecutivos.
La figura 10 se obtuvo utilizando esta última parametrización del spline cónico para
evaluarlo en 200 puntos (malla de 50x50) de la frontera de México, generados por el
mismo procedimiento que se empleó para la parametrización el. Como se aprecia
claramente, los puntos obtenidos con la nueva parametrización se distribuyen regu-
larmente sobre la gráfica del spline cónico.
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Figura 10. Mapa de México aproximado con un spline cónico con la parametrización
(18).
Los detalles del algoritmo que proponemos en este trabajo se ajustaron por medio
de un programa en lenguaje e, que a partir de los vértices del polígono a suavizar
construye la curva de la nueva frontera formada por seccionesrectas y cónicas. El pro-
grama grafica además el polígono y el spline cónico, de modo que se pueden apreciar
los resultados del suavizamiento.
El spline se parametrizó globalmente aproximando la longitud de arco de cada sección
cónica. Para evaluar una sección cónica Ci(t) se utilizan los valores equidistantes del
parámetro siwi < 1, y los valores dados por (14) siwt 2: 1. De este modo el programa
genera la cantidad de puntos que el usuario escogepara cada una de las 4 subfronteras
en que en que se divide el spline. Los puntos obtenidos se distribuyen regularmente
sobre la gráfica.
Algunos de los ejemplos probados se muestran en la figura 11, donde además se aprecia
que las rectas y las cónicas se unen suavemente, pues las cónicas son tangentes en los
extremos a los lados del polígono.
Los resultados del programa se validaron construyendo mallas sobre los polígonos
suavizados mediante el splíne cónico. Para ello se utilizó el sistema UNAMALLA
[1). En todos los ejemplos probados se obtuvo que las mallas construidas sobre los
polígonos suavizados tienen mejores propiedades que las construidas sobre la región
sin suavizar o suavizada por medio de un splíne cúbico.
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